Grundlagen

Alphabet Z

Ein Alphabet ist endliche Menge beliebiger Elemen-
te (normalerweise Buchstaben) und wird meist mit
2 bezeichnet.

Die Elemente eines Alphabets nennen wir Symbole
oder Zeichen.
Wort w uber Z

Ein Wort (Zeichenkette, String) w liber einem Al-
phabet X ist eine endliche Folge von Zeichen aus X.

Beachte: Ublicherweise unterscheiden wir nicht
zwischen Wortern, die nur ein Zeichen enthalten,
und dem Zeichen selbst.

Das leere Wort bezeichnen wir mit €.

Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet X wird
mit >* bezeichnet. Beachte, dass ¢ € >*.

Worter kénnen auch als Funktionen
w:{l, .., |w}-2%

betrachtet werden, wobei |w| die Lange des Wortes
ist (siehe unten). w(i) bezeichnet dann das ite Zei-
chen im Wort w.

Wortlange |w|
Wir bezeichnen mit |w| die Lange des Wortes w.
Zum Beispiel:
|drei| = 4
Fir das leere Wort gilt:
lel =0

Konkatenation von Wortern

Wenn u und v Worter iber dem gleichen Alphabet
sind, dann bezeichnet u ° v das Wort, das durch
Hintereinanderschreiben von u und v entsteht. Statt
u ° v schreiben wir meist einfach uv.

w=1u-°vgdw
@ |wl = Jul + |v|
(i) w@) =u(), furl =j < |u

(i) w(lu| +j) = v(), fiir 1 =j = |v]

Beispiele:
wort - spiel = wortspiel

wort o g o spiel = wortspiel
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Wiederholung

Fir u € 2* bezeichnet u" die n-malige Wiederholung
von u, also

(ab)0 = ¢
(ab)! = ab
(ab)? = abab etc.

Fir jedes Wort w und jede natiirliche Zahl n ist wn
definiert als
wl = ¢
Wn+1 = Who w

Zum Beispiel:

(ab)? = (ab)! - ab
= (ab)? - ab - ab
=goab-ab
= abab

Spiegelung

Definition wR:
(i) Wenn|w|=0:wR=w=¢

(ii) Wenn |w| > 0: dann ist w = ua, wobei u ein
Wort und a ein Zeichen ist, und
wWR = quR.

Beispiel:

(espen)R = n(espe)r
ne(esp)R
nep(es)R
neps(e)R
nepse(g)R

= nepse

Teilwort, Prafix, Suffix

v ist Teilwort eines Wortes w, wenn es Worter x und
y gibt, so dass w = xvy.

v ist Prdfix eines Wortes w, wenn es ein Wort y gibt,
so dass w = vy,.

v ist Suffix eines Wortes w, wenn es ein Wort x gibt,
so dass w = xv.
Sprache

Eine Sprache L iiber einem Alphabet X' ist eine -
endliche oder unendliche - Menge von Wortern
uber 2.
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Kleene’sche Hiille (L+, L*)

Lt={wioe..o0owp:
n=lundwi€L,fiirl <i=sn}

L*=L+U {&}

Konkatenation von Sprachen

LioLly=Lilo={xey:x€Liundy € Lz}

Mathematische Induktion

Durch mathematische Induktion lassen sich Eigen-
schaften natirlicher Zahlen beweisen.

Nehmen wir an, wir wollen die Aussage
Hfur alle n gilt: E(n)“
beweisen.

Ein Beweis durch Mathematische Induktion besteht
aus:

1. Induktionsbasis: Ein Beweis fur E(0).

2. Induktionsannahme: Die Annahme, dass E(k) fur
k = n gilt.

3. Induktionsschritt: Ein Beweis fur E(n + 1), mit
Hilfe der Induktionsannahme.
Beispiel

Ein konkretes Beispiel (aus L&P, Seite 30-31) fur
einen Induktionsbeweis:

Wir beweisen fiir Worter w und x, dass
(Wx)R = xRwR

Zum Beispiel: (mark)R = (rk)R(ma)R = kram

Das Wichtigste bei einem Induktionsbeweis ist, die
richtige Induktionsannahme zu formulieren!

Hier ist in dem zu beweisenden Satz keine naturli-
che Zahl vorhanden. Aber der Satz lasst sich durch
Induktion tiber die Wortldnge beweisen, und zwar
uber die Wortlange von x:

Induktionsannahme
Fiur alle Worter wx mit |x| = n gilt: (wx)R = xRwR
Induktionsbasis

Wenn |x| = 0, dann ist x das leere Wort (x = ¢) und
wir erhalten: (Wx)R = wR = gRwWR = xRwWR

Induktionsschritt

Wenn |x| = n + 1, dann ist x = ua fir ein Wort u der
Lange n und ein Zeichen a.
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(Wwx)R = (w(ua))R [x = ual

((wu)a)R  [Assoziativitat, s. Ubungsblatt]

= a(wu)R [Def. Spiegelung]
= a(uRwr) [Induktionsannahme]
= (auR)wR [Assoziativitat]
= (ua)RwR [Def. Spiegelung]
= xRwR

Im Induktionsschritt haben wir gezeigt: Wenn die
Induktionsannahme fir |x| = n gilt, muss sie auch
fur |x| = n + 1 gelten.

Von der Induktionsbasis wissen wir, dass die Induk-
tionsannahme fiir |x| = 0 gilt, also gilt sie auch fur
x| =1, 2,3, ....D.h.: sie gilt fur Worter x von belie-
biger Ldnge.

Gilt sie auch fur Worter w von beliebiger Lange?
Nun, der Beweis wurde so konstruiert, dass er fur
beliebige w gilt. Eine Doppelinduktion ist also in
diesem Falle nicht erforderlich! (Jedoch in manch
anderen Fallen!)
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Regulare Ausdrucke

Mit regularen Ausdriicken lassen sich einige unend-
liche Sprachen endlich beschreiben.

Definition der Menge der regularen Ausdriicke
(i) o ist ein regulérer Ausdruck

(ii) Jedes Zeichen o € X ist ein regularer Ausdruck

(iii) Wenn a und B regulare Ausdriicke sind, dann
sind auch (af), (a¢UpB) und a* regulare Ausdri-
cke

(iv) Die Menge der regularen Ausdriicke ist durch
die Formationsregeln (i) bis (iii) vollstandig
beschrieben.

Die in (iii) vorkommenden Zeichen (,), U, * haben
bis jetzt keine Bedeutung - und deshalb auch mit
Absicht etwas anders als (, ), U und * geschrieben.
Sie sind reine syntaktische Objekte.

Regulare Sprachen (regulare Mengen)

Die von einem regularen Ausdruck a beschriebene
Sprache L(a) ist gegeben durch:

1) L(e)=o

(ii)) L(o) = {o} furjedesoc € ¥

(iii) Wenn a und S regulare Ausdriicke sind, dann ist
a) L((aB)) = L(a) ° L(B) = L(a)L(B)
b) L((aVp)) = L(a) U L(B)
c) L(a*) = L()*

Die Sprachen, die mit einem regularen Ausdruck
beschreibbar sind, heillen reguldre Sprachen oder
reguldre Mengen.

Zur Verbesserung der Lesbarkeit werden unnétige
Klammern weggelassen: Statt

((a v b) U c)*(de))
schreiben wir einfach

(a VU b U c)de.

Beispiele

1) Sei X = {a, b}.

L(((aub)*a)) = L((a V b)*)L(a)
= L((a V b)*){a}
=L((a v b)){a}
= (L(a) V L(b)){a}
= ({a} v {b}p)*{a}
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= {a,b}*{a}
= {w € {a,b}* : w endet mit a}
2) Sei ¥ = {a, b}.

L((a V b)*aa(a V b)*) =
{w € 3* : in w kommen zwei a’s nacheinander vor}

3)Sei2 ={0,1,....9,,}.

L(OuU((1vV...u9)(0V...U9)*)),(0V...U9)(0V...U9))
beschreibt Zahlen mit zwei Dezimalstellen.

Vereinfachte Darstellung:
Da die beiden Schreibweisen
L((a V b)*aa(a V b)*)

und

({a} v {bP)*{a}{a}({a} U {b})

ziemlich umstandlich sind, werden wir folgende ab-
gekirzte Darstellungsweise benutzen:

(a U b)*aa(a U b)*

Deterministische Endliche Automaten
(DEA)

Mit regularen Ausdriicken lasst sich jede regulare
Sprache auf endliche Weise beschreiben. Aber wie
beantworten wir die Frage

LJIstw € L?”

fur eine regulare Sprache L und ein beliebiges Wort
w uber 27?

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist
ein sehr einfaches Modell eines Computers: Er liest
eine endliche Eingabe, befindet sich wahrend des
Lesens zu jeder Zeit in einem einer endlichen Zahl
Zustande, und gibt schlieBlich , akzeptiert” oder
,nicht akzeptiert” als Ausgabe aus.

Iput = Ty Talo]alb]alos

tape
R{eading head

0
q
Finite “ !
control a 4
a3

Die Eingabe ist ein Wort einer Sprache und wird
Zeichen fur Zeichen, von links nach rechts, gelesen.
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Der aktuelle Zustand und das Zeichen bestimmen
zusammen den nachsten Zustand.
Komponenten eines DEA

Ein DEA ist ein Quadrupel M = (K, %, 6, s, F) mit
e K - eine endliche Menge von Zustdnden

e X - ein Alphabet

e s - der Startzustand (s € K)

« F - eine Menge von Endzustdnden (F C K)

o 6 - eine Funktion von K und X in K.

Das Verhalten des Automaten ist zu jeder Zeit von
zwei Faktoren abhangig:

o der aktuelle Zustand
« die noch zu lesenden Zeichen

Konfigurationen sind Paare (q, w) bestehend aus
dem aktuellen Zustand q € K und der noch zu le-
senden Eingabe w € X* bilden. Konfigurationen be-
stimmen eindeutig den weiteren Verlauf der Be-
rechnung.

Beispiel

SeiM = (K, 2, 6, s, F) mit
«K=1{p, q}

« X ={a, b}

eS=p

« F={p}

e 6(p,a)=p,6(q,a)=p,6(p,b)=q,b(q b)=q

Die Maschine M merkt sich in den Zustanden das
zuletzt gelesene Zeichen:

« In p wurde a zuletzt gelesen (auller am Anfang
der Berechnung)

« In g wurde b zuletzt gelesen.

Der einzige Endzustand ist der Startzustand, also
der Zustand in dem entweder noch nichts gelesen
wurde, oder zuletzt ein a gelesen wurde.

Eingabebeispiel

Die Startkonfiguration ist immer (s, w), wobei w die
Eingabe ist. Bei Eingabe bba ist die Startkonfigura-
tion also bei unserem Beispielautomaten M

(p, bba)

Unter dem Lesekopf liegt ein b. Wegen 6(p, b) = q
wechselt der Automat beim Einlesen des nachsten
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Zeichens in den Zustand g, d.h. die nachste Konfi-
guration ist (q, ba). Wir schreiben:

(p, bba) Fum (q, ba)
und sagen ,,(p, bba) ergibt (q, ba) in einen Schritt.”
Es folgen zwei weitere Berechnungsschritte:

(q, ba) Fm(q, a) Fum (p, €)

Jetzt ist die gesamte Eingabe eingelesen und der
Automat halt. Weil p € F, wird die Eingabe , akzep-
tiert.”

Die Relation iy

Die ,ergibt-in-einem-Schritt“-Relation v wurde im
Beispiel eingefiithrt. Formal sieht die Definition so
aus:

(q, w) Fm(q, w)
gdw

w = ow’ furein o € X und 6(q, o) = q’

Fi1 (, ergibt”) ist die reflexiv-transitive Hille von
Fwm. Auf Deutsch: (g, w) Fis (q@°, w’) heifst, dass sich
die Konfiguration auf der rechten Seite in null oder
mehreren Schritten aus der Konfiguration auf der
linken Seite ergibt.

Akzeptanz, formal definiert

Die von einem DEA M = (K, %, 6, s, F) akzeptierte
Sprache L(M) definieren wir folgendermalfSen:

L(M) ={w € 3*: es gibt ein g € F so dass
(s, w) Fu(q, &) }

Auf Deutsch: L(M) sind die Worter, die akzeptiert
werden, d.h., bei denen der Automat in einen End-
zustand halt.

Zustandsdiagramme

Zur einfachen Darstellung endlicher Automaten
werden Zustandsdiagramme benutzt. In den Zu-
standsdiagrammen werden Zustande durch kleine
Kreise symbolisiert. 6, s und F werden folgender-
malfSen dargestellt:

e 6(p, a) = q wird dargestellt als:
®O——@
e s = q wird dargestellt als:

@
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e q € F wird dargestellt als:

Als Beispiel betrachten wir wieder M:

Oft werden die Zustandsnamen einfach weggelas-
sen, weil sie bei einem mit einem Zustandsdia-
gramm dargestellten Automaten keine wichtige Rol-
le spielen.

Toter Zustand

Ein toter Zustand ist ein nicht-Endzustand aus dem
sich der Automat nicht mehr bewegen kann. Der
Automat ist ,gefangen.”

Formal: p ist tot gdw p ¢ F und fur alle o € X
6(p,0)=p

Beispiel

>={a, b, c}

C

Rellls

a, b a, b, c

L(M) = {w € X* : ¢ kommt in w nicht vor}

Nicht-deterministische endliche Au-
tomaten

Nicht-deterministische endliche Automaten (NEA)
konnen in jedem Berechnungsschritt in einen von
null oder mehreren Zustanden ibergehen. Sie sind
nicht deterministisch, weil man von der aktuellen
Konfiguration nicht (immer) voraussagen kann, in
welcher Konfiguration sich der Automat nach dem
nachsten Berechnungsschritt befindet.

Ein Wort wird von einem nicht-deterministischen
endlichen Automaten akzeptiert, wenn von allen
moglichen Berechnungen mindestens eine zur Ak-
zeptanz (im normalen Sinne) fihrt.

Wir konnen uns vorstellen, dass sich der Automat
selbst kopiert, und dass jeder einzelne Automat die
verschiedenen moglichen nachsten Zustande aus-
probiert. Die Eingabe ist akzeptiert, wenn sich
schliellich mindestens einer von diesen vielen Au-
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tomaten in einem Endzustand mit leerer Eingabe
befindet.

Bemerke, dass es bei NEAs auch ,Sackgassen” -
Konfiguration, die keine neuen Konfigurationen er-
geben - gibt. Bei DEAs dagegen ist die Funktion 6
total.

Ubergange in denen mehrere Zeichen gelesen
werden

Dies ist eine weitere Verallgemeinerung, die wir
gleichzeitig mit dem Nichtdeterminismus einfuhren.
Wir lassen zu, dass mehrere oder auch keine Zei-
chen in einem Schritt gelesen werden konnen.

Insgesamt haben wir:

Ein nicht-deterministischer endlicher Automat
(NEA) hat statt einer Ubergangsfunktion eine
Ubergangsrelation A, die auf K x X* x K definiert ist.

Die sonstigen Komponenten sind wie bei einem
DEA.

Bemerke: Als Sonderfall kann eine Relation auf
K x 2* x K auch eine totale Funktion K x > — K sein.
Also ist jeder DEA auch ein NEA.

Ein Beispiel fir einen NEA
Ein Automat, der die Sprache (ab U aba)* akzep-
tiert:

aba

ab

Die , ergibt“-Relation fir NEA

Konfigurationen sind wie bei einem DEA.

(q, w) Fm(q’, w) gdw w = uw’ fiur ein u € * und
(qu, q)eA

Die ,ergibt“-Relation (Notation: F11) ist wieder die
reflexiv-transitive Hiille von Fum

Bemerke: Die Definition von Fm und F fir DEA ist

ein Sonderfall der obigen Definition!

Die von einem NEA akzeptierte Sprache

Unsere Definition von L(M) fiir einen DEA M ist auf
einen NEA M direkt Gibertragbar:
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L(M)={weZX*: esgibt ein g € F so dass
(s, w)Fl(q, &)}

Lemma

Sei M = (K, X, A, s, F) ein NEA, seien q, r Zustande,
und seien x, y Worter tiber 2. Wenn es einen Zu-
stand p gibt, so dass (q, x) Fis (p, € und

(p, y) F*m (1, €), dann (q, xy) F (1, €)

Beweis

(q, x) F*m (p, €) bedeutet, dass es Zustande qq, ..., gn
und Worter Xo, ..., X» fiir ein n = 0 gibt, so dass:

(q, x) = (qo, xo0) M (q1, X1)
...
Fwm (qi, xi)
M (Qiv1, Xi+1)
...
Fum (qn, xn) = (p, €)

Laut Definition bedeutet (qi, xi) Fwm (qi+1, Xi+1), dass
es ein Wort u; gibt, so dass xi = uixi+1 und

(qi, ui, gi+1) € A. Dann ist aber auch x;y = uixi+1y,
und nach der Definition von v auch

(qi, xiy) Fm (Qi+1, Xi+1y).

Deshalb gilt auch (q, xy) Fi (p, y).

Laut Annahme gilt (p, y) Fis (1, €), deshalb muss,
wie gezeigt werden sollte, auch (q, xy) Fis (1, €) gel-
ten (weil Fi transitiv ist).
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Aquivalenz von DEA und NEA

Wie schon bemerkt, ist ein DEA auch immer ein
NEA. Wir werden gleich feststellen, dass es zu je-
dem NEA auch einen aquivalenten DEA gibt.

Aber was heildt ,aquivalent”?

Definition (aquivalent)

M und M’ sind aquivalent gdw L(M) = L(M’)

Theorem

Zu jedem nicht-deterministischen endlichen Auto-
maten gibt es einen dquivalenten deterministischen
endlichen Automaten.

Beweis des Theorems

Wir fangen mit dem einfachsten Teil an:

Lemma 1: Sei M = (K, X, A, s, F) ein NEA. Dann gibt
es einen aquivalenten NEA M’, der nur solche
Ubergénge (p, u, q) hat, in denen |u| = 1.

Beweis: Wir konnen von M einen erweiterten Auto-
maten M’ = (K’, X, A’, s, F) folgendermalsen kon-
struieren: Jeder Ubergang

3 a;a;...a, @

wird durch Ubergange

@&@ a an—]@ an @

ersetzt, indem wir n-1 neue Zustande pi, ..., pn1 €in-
fiihren, und die A-Relation entsprechend erweitern.

Beispiel: Aus

_'C foo @

bilden wir

f 0 0
—O—)—t>—@
Jetzt werden wir zu M’ einen aquivalenten determi-

nistischen Automaten M’ = (K”’, X, 6”’, s”’, F”’) kon-
struieren.

Wir setzen:
K = 2K (die Menge der Teilmengen von K’)

Die Idee ist folgende: wenn sich M”’ in einem Zu-
stand {qi, ..., qn} befindet, dann konnte sich M’
gleich viel gelesener Eingabe in einem der Zustande
qi, ..., qnbefinden (und umgekehrt).
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Weiter setzen wir
F’"={XCK :XNF=#0g}

Bevor wir schlieBlich s’ und 6"’ definieren, bereiten
uns die e-Ubergénge die noch in M’ vorhanden sind,
noch einige Schwierigkeiten:

Definition (g-Abschluss)
Fir beliebige q setzen wir:

E(q) = {p €K:(q, &) Fi(p, &)}

Beispiel: Im folgenden Automaten ist E(p) = K und
E(q) = {q}:

Nelle

a, b a, b, c

Jetzt setzen wir neue Startzustand ist die Menge
der Zustande, die vom Urspriunglichen Startzustand
ohne das Lesen der Eingabe erreichbar sind:

s” = E(s)

(der neue Startzustand ist die Menge der Zustande,
die vom urspringlichen Startzustand ohne das Le-
sen der Eingabe erreichbar sind)

und fir jede Teilmenge Q von K’ (= Element von K”’)
und Symbol o:

6”(Q, 0) = U{ E(p) : p € K" und fiir ein q € Q:
(q,0,p) e}

(der urspriungliche NEA M’ kann, wenn in g das
Zeichen o gelesen wird, in jeden solchen Zustand p
ubergehen, und kann auch ohne noch ein Zeichen
zu lesen in einen der Zustande E(p) iibergehen)

Beispiel: Wir betrachten den folgenden einfachen
Automaten M tUber dem Alphabet {a, c}:

ﬁgcﬁ@/c_\

(L(M) ist die Menge der Worter, die mit cc enden.)

Hier ist M’ = M, und E(p) = {p}, E(q) = {q} und
E() = {r}.

s” = E(s) = {p}
K’ ={e{p}t.{a}.{r}.{p.a}.{p.r}.{qr}.{p.q.r}}.
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M” sieht dann folgendermafen aus:

Die Zustande @, {q}, {r}, {q,r} und {p,r} erfillen
hier keine Funktion, da sie vom Startzustand aus
nicht erreichbar sind.

Lemma 2: M”’ ist deterministisch.

Beweis: Folgt direkt, da 6"’ eine wohl definierte to-
tale Funktion ist.

Jetzt sind wir bereit, das Theorem zu beweisen.

Wir werden folgendes durch Induktion iiber Wort-
lange beweisen:

Lemma 3:

(q, w) Fir (p, €) gdw es gibt ein P, mit p € P, so dass
(E(q), w) Fir (B €).

Bevor wir Lemma 3 beweisen, stellen wir schon
fest, das dies mehr als ausreichend ist, um das
Theorem zu beweisen:

w € L(M)

gdw (s, w) Fir (f, €) furein f€ F
[Defintion L(M’)]

gdw (E(s), w) Fir (Q, &) fur ein Q mit f€ Q
[Lemma 3]

gdw (s”, w) Fir (Q, g) fur ein Q € F”
[Definition M”’]

gdw w € L(M”) [Definition L(M*’)]

Beweis von Lemma 3

Beweis durch Induktion tiber die Wortlange.
Induktionsannahme
Lemma 3 gilt fur |w| = n.

Beachte: Statt Aquivalenz von M’ und M”’ direkt zu
beweisen, haben wir eine etwas starkere Indukti-
onsannahme formuliert!
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Induktionsbasis
lw|=0,dh. w=c¢:
Wir setzen ¢ fur w in Lemma 3 ein und erhalten:

(q, €) F (p, €) gdw es gibt ein P mit p € P, so dass
(E(q), €) Fir (B €).

Die erste Aussage gilt gdw p € E(q).

M” ist deterministisch, d.h. die zweite Aussage gilt
gdw P = E(q) und p € P, d.h. gdw p € E(q).
Induktionsschritt

|[w| = n+1, d.h. w = va, wobei a ein Symbol ist und v
ein Wort mit |v| = n:

“«
=
”

Wenn (q, w) Fir (p, €) gibt es Zustande r und t, wo-
bei

(q, va) Fir (1, a) b (t, €) B (p, €). *

Mit anderen Worten: Der Automat liest erst v, liest
dann in einem Schritt a, und macht schliefRlich (viel-
leicht) einige £-Schritte.

Es gilt dann:
(q, v) =i (1, €)

Weil |v| = n, konnen wir hier die Induktionsannah-
me anwenden, und erhalten:

Es gibt einen R, mit r € R, so dass
(E(q), v) Fir (R, €).

(*) gibt uns auch, dass (1, a, t) € A’ gilt, und dass

p € E(t). Von der Konstruktion von 6’ wissen wir,
dass p € 6”(R, a), und deshalb dass (R, a) Fu- (P, €)
fur einen P, mit p € P, und dann auch

(E(q), va) V4~ (P, &), wie wir zeigen wollten.

“«
=
”

Wenn (E(q), va) Vi (P, €), fur ein P mit p € P, gibt es
einen Zustand R, mit §”’(R, a) = B, so dass

(E(q), va) Fir (R, a). (**)

Nach der Konstruktion von 6’ bedeutet 6”’(R, a) = B,
dass es einen Zustand t von M’ gibt, mit p € E(t),
und wo fir irgendeinen r € R: (1, a, t) € A’.

Wenn (**) gilt, gilt auch (E(q), v) Fir (R, €) und
wenden wir hier die Induktionsannahme an
(Jv] = n), bekommen wir:

(q, v) Fir (T, &) [r € R]
und deshalb auch
(q, va) Fir (t, €) [(r,a t)eA]
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und schliefSlich
{q, va) Fir (p, &) [p € E(t)]
wie wir zeigen wollten.

Damit ist Lemma 3, und dadurch das Theorem, be-
wiesen. [
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Endliche Automaten und regulare
Sprachen

Theorem

Fir jede regulare Sprache L gibt es einen endlichen
Automaten M so dass L = L(M).

Beweis

Wenn L regular ist, gibt es einen regularen Aus-
druck a mit L(a) = L. Wir konstruieren einen NEA
M durch Induktion iiber a, d.h. wir werden fur jedes
a einen Teilautomaten M(a) konstruieren, wo
L(M(a)) = L(«). Jeder Automat in der Konstruktion
benutzt das Alphabet ¥ der Sprache L (die ibrigen
formalen Details der Konstruktion konnen von den
Zeichnungen leicht abgeleitet werden):

1) @ = @: Dann sieht M(a) so aus:

HO

2) @ = 0 € X: Dann sieht M(a) so aus:

Wir werden jetzt Automaten schematisch zu-
sammenbauen, indem

—{u [>o

den Automaten darstellt, der wie M ist, auller
dass die Endzustande durch e-Ubergénge mit
einem einzelnen neuen Endzustand ersetzt sind.

3) a = (By): Dann sieht M(«a) so aus:

—— M) bo — Moy b@

4) a = (BUY): Dann sieht M(«a) so aus:

/ M(B) b@

HO

\ M) I>@
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5) a = B*: Dann sieht M(«a) so aus:

©E\@
£ r

Ein Beispiel
Ein Automat der L((a* V @)) akzeptiert:

Der Automat fiur o:

HO

fur a:

HOQH©

fur a*:
O——0——0——>0
v

HO €

No@

Theorem

Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten
akzeptiert wird, ist regular.

Beweis

Sei M ein endlicher Automat. Weil wir schon bewie-
sen haben, dass es zu jedem NEA einen aquivalen-
ten DEA gibt, konnen wir annehmen, dass M deter-
ministisch ist. Durch Konstruktion werden wir Zei-
gen, dass es eine regulare Sprache R gibt, mit

R =L(M).

Erstens missen die Zustande von M nummeriert
werden:

K=1{qi, ..., qn}
wobei q; = s.

Wir werden R aus einer Menge von einfacheren
Sprachen definieren: Wir definieren R(i, j, k) als die
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Worter, die gelesen werden, wenn M sich vom Zu-

stand gi bis Zustand g; bewegt, ohne sich zwischen
gi und g; durch einen Zustand gm, wo m = k, zu be-
wegen (i und j durfen aber = k sein!).

Dies hat einen Sinn, weil
L(M) = U{R(1,j, n+1) : gj € F}

(Gute Frage: Wozu sind jetzt i und k in R(i, j, k) da?
Um eine starkere Induktionsannahme machen zu
konnen!)

Formal definieren wir:
Firl=si=n,1<j=n,1<k<=n+1:

R(,j, k) ={w € 2*: (qi, w) Fu" (g, €) und fur jedes
x € 2* und jedes m: Wenn
(qi, w) F*m (gm, x), dann ist
entweder m<k oder x=& und
m=j oder x=w und m=i }

Wir werden jetzt beweisen, dass jedes R(i, j, k) re-
gular ist. Es folgt dann, dass R - als Vereinigung
endlich vieler R(i, j, k) - auch regular ist. Der Be-
weis wird durch Induktion iiber k durchgefiihrt:

Induktionsannahme

Fir m = k ist R(i, j, m) regular.

Induktionsbasis
Wir zeigen, dass R(i, j, 1) regular ist:
i) Wenni =jist
R(i,j, 1) ={e} U {o € 2 :6(qi, 0) = q}.
ii) Wenn i # j ist
R(,j, 1) = {o € X : 6(qi, 0) = qj}

In beiden Fallen ist R(i, j, 1) endlich, und damit re-
gular.

Induktionsschritt
Wir stellen fest, dass

R, j, k+1) =
R(i, j, k) U R(i, k, K)R(k, k, k)*R(k, j, k)

Zu Deutsch: Wenn der Automat sich von g; nach g;
bewegt, und sich dazwischen nie durch einen Zu-
stand gm, wo m > k, bewegt, bewegt er sich entwe-
der auch nicht durch gk, oder er bewegt sich von gi
nach gk ohne gk zu passieren, bewegt sich dann be-
liebig viel Mal von gk nach gk, und bewegt sich
schliefSlich nach gj, ohne wieder durch gk zu kom-
men.

Die Induktionsannahme sagt, dass jede der Spra-
chen auf der rechten Seite regular ist. Und die re-
gularen Sprachen sind unter den Operationen von
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Union, Konkatenation und Kleene’scher Hiillenbil-
dung abgeschlossen. [
Ein Beispiel

Wir betrachten wieder den deterministischen Au-
tomaten

— 050

ab a,b,c

der als Alphabet {a, b, ¢} hat, und der die Sprache
{a, b}* akzeptiert.

Nummeriere die Zustande von links nach rechts. Es
gilt dann:

L(M)=R(1,1,3)
R(1,1,3)=R(1,1,2)VR(1,2,2)R(2,2,2)R(2, 1, 2)
R(1,1,2)=R(1,1,1)UR(1,1,1)R(1,1,1)'R(1,1,1)
R(2,1,2)=R(2,1,1)UR(2,1,1)R(1,1,1)'R(1,1,1)
R(1,1,1)=auUbuc

R2,1,1)=0

und dann:

R(1,1,2)
=aUbUegU((aUbug)faubug)f(aubue)
=(aUubUeg)aUbuUeg);

= (a U b)*

R(2,1,2)=0Uo2R(1,1,1)R(1,1,1) =2
Mehr brauchen wir dann gar nicht zu berechnen:

R(1,1,3)=(aVUb)*UR(1, 2,2)R(2, 2, 2)'e
=(a VU b)
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Abschlusseigenschaften der Klasse
der regularen Sprachen

Theorem

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen unter
a) Vereinigung

b) Konkatenation

c) Kleene’scher Hiillenbildung

d) Komplementbildung

e) Schnittbildung

Beweis
Fur a) bis c¢) - wissen wir schon.

Fir d) - Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es
einen DEA M = (K, X, 6, s, F) der L akzeptiert. Die
Komplementsprache 2* - L wird dann von

M’ = (K, %, 6, s, K-F) akzeptiert.

Fir e) - Seien L; und L2 regulare Sprachen. Es gilt:
Linly=2"-(2*-L1) U (2*-L2))
(L; und L2 konnen eventuell verschiedene Alphabete

27 und 22 haben, bilde dann ¥ = 3; U 32) [

Entscheidbare Probleme bei endlichen Auto-
maten (regularen Sprachen)

Theorem

Es gibt Entscheidungsalgorithmen fiir die folgenden
Probleme:

(M, Mi, M> sind endliche Automaten, w € >*)
a)IstweL(M)?

b)IstL(M) =27

c) Ist L(M) =3*7?

d) Ist L(M;) € L(Mz2) ?

e) Ist L(M1) = L(M2) ?

Beweis

Wir dirfen annehmen, dass die Automaten determi-
nistisch sind.

a) Einfach dem Automaten die Eingabe w geben.
Nach |w| Berechnungsschritten erfolgt die Ant-
wort.

b) Aquivalent zu der Frage: Ist mindestens ein End-
zustand vom Startzustand erreichbar? Diese Fra-
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ge lasst sich mit Hilfe des (endlichen!) Zustands-
diagrammes beantworten.

c) Aquivalent zu der Frage: Ist >* - L(M) = @ ?
d) Aquivalent zu: Ist (2* - L(M2)) N L(M1) = @ ?

e) Aquivalent zu: Ist L(M;) C L(M3) und
L(M2) C L(M1)?
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Das Pumping-Lemma

Mit den Abschlusseigenschaften lasst sich positiv
feststellen, dass eine Sprache regulér ist. Zum Bei-
spiel ist die Sprache {w € {a, b}*: die Lange von w
ist nicht teilbar durch 3, die Anzahl der a’s dagegen
ist teilbar durch 3} regular.

Mit dem Pumping-Lemma lasst sich auch zeigen,
dass Sprachen nicht regular sind:

Theorem (Pumping-Lemma)

Sei L eine unendliche regulare Sprache. Dann gibt
es Worter x, y und z, wobei y # € und fir jedes n = 0
gilt, dass xynz € L.

Vor dem Beweis erst ein Beispiel der Anwendung:

Theorem
{anb" : n = 0} ist nicht regular.

Beweis: Wenn L regular ware, gabe es nach dem
Pumping-Lemma x, y und z, wobei y # £ und fur je-
desn = 0:xyz € L.

Wir konnen 3 Falle unterscheiden:

1) y = am fiir ein m > 0. In xyz sind dann die ganzen
b’s innerhalb z, und xy?z hat dann m mehr a’s als
b’s. Kontradiktion!

2) y = bm fir ein m > 0 ist dann auch unmoglich.

3) y hat a@’s und b’s. Dann kommen in y? b’s vor a’s
vor - Kontradiktion!

Wir werden die vorgestellte Version des Pumping-
Lemmas nicht direkt beweisen, sondern eine star-
kere Version davon, die in Beweisen leichter ein-
setzbar ist:

Theorem

SeiM = (K, %, 6, s, F) ein DEA, und sei w ein belie-
biges Wort in L(M) mit |w| = |K|. Dann gibt es Wor-
ter x, y, z so dass w = xyz, |xy| = |K|, y # € und fur

jedes n = 0: xynz € L(M).

Beweis

Seil = |w|. Dann ist w = 03...01, wobei o7, ..., 01 € 2.
Weil M deterministisch ist, liest M das Wort w in [
Schritten, d.h., es gibt Zustande qo, ..., qi, wobei
go= s und q; € F, so dass:
(qo, 01...01) FMm(q1, 02...00)

...

FMm(qi, Oiv1...01)

Fum...
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Fm(qj, Oj+1...01)

...
Fwm (qi-1, 01)
Fm(q, €)

Nun ist I =|w| = |K|= k. Also miissen mindestens
zwei der k+1 Zustande qo, ..., gk gleich sein! Es gibt
also i, j, wobei 0 =i <j <k, so dass qi = g;. Das
heifSt, dass der Automat wahrend er das Teilwort
Oi+1...0j liest, sich von ¢; und zuruck nach gi: bewegt.
Das heilst wiederum, dass das Wort

01...0i(0i+1...0)"0j+1...01
fur alle n akzeptiert wird.

etzt setzen wir x = 0;...04, y = 0i+1...07 und
J
Z = 0j+1...01. Dann ist auch |xy| =j = k. O

Beispiel

Ein Palindrom ist ein Wort (in diesem Zusammen-
hang nicht unbedingt ein echtes Wort), das mit sei-
ner eigenen Spiegelung identisch ist. Beispiele:
abba, renner, saippuakauppias (finnisch fur Seifen-
verkaufer), qcfscq.

Formal:
PAL ={we€{a,.. 2z d06,1u, S}'| wR=w}.

PAL ist keine regulare Sprache, und dies lasst sich
mit der starkeren Version des Pumping-Lemmas
zeigen:

Angenommen, PAL sei regular. Sei M ein DEA, der
PAL akzeptiert, und sei k die Zahl der Zustande

in M. Betrachte das Wort w = akbak € PAL. Das
Theorem sagt uns, dass es Worter x, y und z gibt,
wobei w = xyz, y # € und |xy| = k, und wo

xynz € PAL fir jedes n = 0. Dann ist aber y = am,
wobei 1 = m = k, und wir stellen fest, dass xy2z zu
viele a’s vor dem b hat - Kontradiktion!
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Deterministischer endlicher Transdu-
cer (DET)
Ein deterministischer endlicher Transducer ist wie

ein DEA, hat aber keine Endzustande!, dafiir hat er
eine Ausgabe. Formal:

M=(K, X, 6,s),

wobei 6 eine Funktion von K X X in K X 2* ist. Der
DET schreibt also in jedem Schritt 0, 1 oder mehre-
re Zeichen.

(p, u, v) bedeutet, dass der Transducer sich im Zu-
stand p befindet, Eingabe u noch zu lesen hat, und
Ausgabe v schon geschrieben hat.

Die ergibt-Relation

,ergibt in einem Schritt”:

(q, u,v) Fm (q’, ', v’) gdw es gibt 0 € S und w € 3*
so dass

1. u=ou’
2. 6(q, 0) =(q’, w)
3. vV =vw

¥ (lese: ergibt) ist wieder die reflexiv-transitive
Hiille von Fum
Die Ausgabe eines DET

Da ein DET (nach unserer Definition) keine Endzu-
stande hat, gibt es keinen Akzeptanz-Begriff.

Daflir haben wir folgende Definition:

M erzeugt Ausgabe u bei Eingabe w gdw es gibt ein
g € Ksodass (s, w,¢) Fi(q, & u)

Sei f eine Zeichenketten-Funktion, f: 2* - 2*:

M berechnet f gdw fur jedes w € 2* gibt es g € K so
dass (s, w, &) Fi (q, €, flw))

Zustandsdiagramme

Nur die Ubergange werden in den Zustandsdia-
grammen eines DET anders gezeichnet als die eines
DEA. , 0/u” bedeutet, dass o gelesen und u ge-
schrieben wird.

1 Oft werden auch DETs mit Endzustéanden definiert
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Beispiele

)

—0

ale

1. - entfernt jedes a in der Eingabe.

2. Sei M ein DEA. Wir kénnen M mit einem DET fol-
gendermalien simulieren: Wir erweitern das Alpha-
bet um drei neue Symbole: $, Y (,yes”) und N
(,no“). Einen M-Ubergang in dem o gelesen wird,
ersetzen wir durch einen Ubergang, in dem o gele-
sen und € geschrieben wird. Zusatzlich fihren wir
fir jeden nicht-Endzustand einen Ubergang $/N ein,
und fiir jeden Endzustand einen Ubergang $/Y.

M mit Eingabe w wird vom DET mit Eingabe w$
folgendermalfen simuliert: Wirde M w akzeptieren,
erzeugt der DET die Ausgabe Y, sonst erzeugt er die
Ausgabe N.
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