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 A

lg
e

b
re

n
 (B

e
w

e
ise

)

B
ew

eis, dass algebraische und ordnungstheoretische D
efinitionen von V

erbänden nur verschiedene
A

spekte derselben S
trukturen erfassen.

B
ew

eis von:     <
A

, ≤>
        ⇒

       <
A

, ∧, ∨>

S
ei <

A
, ≤>

 eine H
albordnung m

it den V
erbandseigenschaften, d.h. für alle a,b 

∈
 A

 gibt es
su

p
{a

,b
} u

n
d

 in
f{a

,b
}.

S
ei w

eiterhin  
a ∧

 b  =
df  inf{a,b}

und
a  ∨ b

 =
d

f  su
p

{a
,b

}.

D
ann ist  <

A
, ∧, ∨

>
 eine A

lgebra m
it den V

erbandseigenschaften. D
.h. es gelten die Idem

potenz,
K

om
m

utativität, A
ssoziativität und die A

bsorptionsgesetze.

B
ew

eis:

L1: Idem
potenz:

z.z. a ∧ a =
 a   und  a ∨  a  =

  a

B
ew

eis:
1

. 
sup{a}  =

  a
D

ef. sup
2

.
su

p
{a

,a
} =

 a
M

engenlehre
3

.
a ∨

 a =
 a 

D
ef von ∨

L2: K
om

m
utativität:

 z.z.  a ∧ b =
 b ∧

 a und a ∨ b =
 b ∨

 a .

B
ew

eis:
1

. su
p

{a
,b

}  =
  su

p
{b

,a
}

M
engenlehre

2. a ∨
 b =

 b ∨
 a 

D
efinition von ∨

L3: A
ssoziativität:    

z.z.  (a ∧ b) ∧
  c  =

  a ∧ (b ∧
  c)

W
ir benötigen zu diesem

 B
ew

eis folgendes Lem
m

a:

Lem
m

a 2: W
enn a ≤ b und a ≤ c, dann a ≤ inf{b,c}.

(B
ew

eis: Ü
bungsaufgabe 3)

B
e

w
e

is:   z.z.  in
f{in

f{a
,b

}, c}  =
  in

f{a
, in

f{b
,c}}

und 
e

 =
 in

f{a
, in

f{b
,c}}.

Z
.z. d =

 e. D
ies zeigen w

ir, indem
 w

ir zeigen:  d 
≤ e   und   e ≤ d  (dann ergibt sich d =

 e  w
egen

A
ntisym

m
etrie von ≤).

0
.

d
 =

 in
f{in

f{a
,b

}, c}
A

nnahm
e

1
.

e
 =

 in
f{a

, in
f{b

,c}}
A

nnahm
e

2
. 

d
 ≤ in

f{a
,b

}
0

, D
e

f. u
.S

.
3

.
d ≤ c

0
, D

e
f. u

.S
.

4
. 

in
f{a

,b
} ≤ a

D
ef. inf

5
.

in
f{a

,b
} ≤ b

D
ef. inf

6
.

d ≤ a
2,4, T

ransitivität
7

.
d ≤ b

2,5, T
ransitivität

8
.

d
 ≤ in

f{b
,c}

3,7, Lem
m

a 2
9

.
d

 ≤ in
f{a

, in
f{b

,c}}
6,8, Lem

m
a 2

1
0

.
d ≤ e

1
,9

, =
B

e
se

itig
u

n
g

1
1

.
e ≤ a

1
, D

e
f. u

.S
.

1
2

.
e

 ≤ in
f{b

,c}
1

, D
e

f. u
.S

.
1

3
.

in
f{b

,c} ≤ b
D

ef. inf
1

4
. 

in
f{b

,c} ≤ c
D

ef. inf
1

5
. 

e ≤ b
12, 13, T

ransitivität
1

6
.

e ≤ c
12, 14, T

ransitivität
1

7
.

e
 ≤ in

f{a
,b

}
11, 15, Lem

m
a 2

1
8

. 
e

 ≤ in
f{in

f{a
,b

}, c}
16, 17, Lem

m
a 2

1
9

. 
e ≤ d

0
, 1

8
, =

B
e

se
itig

u
n

g
2

0
.

d =
 e

10, 19, A
ntisym

m
etrie

2
1

.
in

f{in
f{a

,b
}, c}  =

  in
f{a

, in
f{b

,c}}
20, 2 x =

B
eseitigung

2
2

. 
(a ∧

 b) ∧
  c  =

  a ∧ (b ∧
  c)

21, E
insetzung der D

ef.

L4: A
bsorption:  z.z.  a =

 a  ∨ (a  ∧
  b)

H
ierzu benötigen w

ir folgendes Lem
m

a.

Lem
m

a 1:  b ≤ a  gdw
  sup{a,b} =

 a.

(B
ew

eis:  Ü
bungsaufgabe  2)

B
ew

eis von A
bsorption:

 1
. in

f{a
,b

} ≤ a
D

ef. inf
2

.  in
f{a

,b
} ≤ a

  g
d

w
  su

p
{a

, in
f{a

,b
}} =

 a
Lem

m
a 1

3
.  su

p
{a

, in
f{a

,b
}} =

 a
1,2, Ä

quiv.B
eseitigung

4.  a =
 a  ∨ (a  ∧

  b)
D

ef. von  ∧
 und  ∨
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S
a

u
re

r

B
ew

eis von      <
A

, ∧, ∨>
        ⇒

       <
A

, ≤>
.

S
ei  <

A
, ∧, ∨>  eine A

lgebra m
it den V

erbandseigenschaften (d.h. L1 - L4).

W
ir definieren  a ≤ b =

df  a  ∧  b  =
  a.

D
ann ist  <

A
, ≤>

  ein V
erband, d.h. eine H

albordung (
≤ reflexiv, transitiv und antisym

m
etrisch),

bei der es für je zw
ei E

lem
ent a und b ein S

uprem
um

 und ein Infim
um

 gibt.

B
ew

eis:

1) R
eflexivität:  z.z. für alle a ∈ A

, a ≤ a.

B
ew

eis: 
1.   a  ∧ a  =

  a
Idem

potenz
2.   a ≤ a

D
e

f. ≤

2)  A
ntisym

m
etrie:   z.z.   w

enn a ≤ b und b ≤ a, dann a =
 b.

B
ew

eis: 
1

. a
 ≤ b

A
nnahm

e
2

. b
 ≤ a

A
nnahm

e
3. a  ∧

 b  =
  a

1
, D

e
f. ≤

4. b  ∧
 a  =

  b
2

, D
e

f. ≤
5. a  ∧

 b  =
  b

4, K
om

m
utativität

6
. a

 =
 b

3
, 5

, =
B

e
se

itig
u

n
g

3)  T
ransitivität:   z.z. w

enn a ≤ b  und b ≤ c  dann  a ≤ c

B
ew

eis: 
1

.  a
 ≤ b

A
nnahm

e
2

. b
 ≤ c

A
nnahm

e
3. a  ∧

 b  =
  a

1
, D

e
f. ≤

4. b  ∧
 c  =

  b
2

, D
e

f. ≤
5. a ∧

 (b ∧
  c) =

 a
3

, 4
, =

B
e

se
itig

u
n

g

6. (a ∧
 b) ∧

  c =
 a

5, A
ssoziativität

7. a  ∧
 c  =

  a
3

, 6
, =

B
e

se
itig

u
n

g
8. a ≤ c

7
, D

e
f. ≤

4)  W
ir m

üssen nun noch zeigen, dass es zu je zw
ei E

lem
enten a, b 

∈
 A

 ein S
uprem

um
 und ein

Infim
um

 gibt.
W

ir definieren:
sup{a,b} =

df    a  ∨  b.
W

ir m
üssen zeigen, dass   (1)   a  ∨

  b  eine o.S
. von {a,b} ist, und

(2)
a  ∨

  b  die kleinste o.S
. von {a,b} ist.

Z
u (1):

1.  a =
 a  ∧ (a  ∨

  b)
A

bsorption

2. b =
 b  ∧ (b  ∨

  a) 
A

bsorption

3. b =
 b  ∧ (a  ∨

  b)
2, K

om
m

utativität

4. a  ≤   a  ∨
  b

1
, D

e
f. ≤

5. b  ≤   a  ∨
  b

3
, D

e
f. ≤

6. a  ∨
  b

 ist o
.S

. vo
n

 {a
,b

}
4

, 5
, D

e
f. o

.S
.

Z
u (2):

z.z. a  ∨  b  ist die kleinste o.S
. für {a,b},

d.h. w
enn für ein c: a ≤c  und  b ≤ c , dann a  ∨  b  ≤  c.

1. a ≤ c
A

nnahm
e

2
. b

 ≤ c
A

nnahm
e

3. c  ∨  (c  ∧
  a)  =

  c
A

bsorption

4. (a  ∧
  c) ∨  c  =

  c
3, 2xK

om
m

utativität

5. a  ∧
  c  =

  a
1

, D
e

f. ≤
6. a  ∨  c  =

  c
4

, 5
, =

B
e

se
itig

u
n

g

7. c  ∨  (c  ∧
  b)  =

  c
A

bsorption

8. (b  ∧
  c) ∨  c  =

  c
7, 2xK

om
m

utativität

9. b  ∧
  c  =

  b
2

, D
e

f. ≤
10. b  ∨  c  =

  c
8

, 9
, =

B
e

se
itig

u
n

g

11. c  ∨  c  =
  c

Idem
potenz

12. (a  ∨  c) ∨  (b  ∨  c)  =
  c

6
, 1

0
, 1

1
, 2

x=
B

e
se

itig
u

n
g

13. (a  ∨  b) ∨  c  =
  c

1
2

, K
o

m
m

., A
sso

z. u
n

d
 Id

e
m

p
o

te
n

z

14. (a  ∨  b)  ∧
  [(a  ∨  b) ∨  c]  =

  (a  ∨  b)   
A

bsorption

15. (a  ∨  b) ∧
  c  =

  a  ∨  b
1

3
, 1

4
, =

B
e

se
itig

u
n

g

16. a  ∨  b  ≤  c
1

5
, D

e
f. ≤


