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Endliche Automaten

e Endliche Automaten sind einfache Modelle zur
Beschreibung regularer Sprachen.
= fUr jede regulare Sprache L gibt es einen entsprechenden
Automaten M, der L erkennt (akzeptiert).

e Endliche Automaten sind aquivalent zu regularen
Ausdricken:

= fUr jeden regularen Ausdruck gibt es einen aquivalenten
endlichen Automaten (und umgelehrt).

Zustandsdiagramme

e Endliche Automaten kénnen informell durch
Zustandsdiagramme beschrieben werden.

- akzeptierte Worter entsprechen Pfaden zu Endzustéanden
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Endliche Automaten

e Deterministische endliche Automaten:

- fur jeden Zustand gibt es flr jedes Symbol (Zeichen) genau
einen Nachfolgezustand.

- fehlende Kanten in Zustandsdiagrammen denken wir uns als
Kanten in einen impliziten Nicht-Endzustand (, toter Zustand“)
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Endliche Automaten

e Nichtdeterministische Automaten kdnnen Zustande haben,

die mehrere ausgehenden Kanten flur einen Buchstaben
haben.

e 5 8¢

Endliche Automaten

e In nichtdeterministischen Automaten sind die Kanten mit
Wortern (statt einzelner Buchstaben) etikettiert.

e Insbesondere sind e-Ubergange erlaubt, die keine Eingabe
konsumieren (¢ = leeres Wort).
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Alphabet & Wort

e Ein Alphabet % ist eine endliche, nicht-leere Menge von
Symbolen.

e Ein Wort w € 2*Gber dem Alphabet % ist eine endliche,
maoglicherweise leere Kette von Symbolen aus 2.

e Die Lange |w| eines Wortes w ist die Anzahl der
verketteten Symbole von w.

e Das leere Wort € ist das Wort mit Wortlange 0 (|g|=0).

Sprachen

e Ein Sprache Uber einem Alphabet Z ist eine Menge von
Worten Uber %.

- typischerweise sind Sprachen unendlich

e Einige besondere Sprachen:
- Die leere Wortmenge @ heifst die ,leere Sprache”
- Die Menge " umfasst alle Worte Uiber Z (incl. €)
- Die Menge 2+ umfasst alle Worte Uber Z ohne €

Deterministische Automaten

e Deterministischer endlicher Automat: (Q, %, 6, qo, F)
- Q ist eine endliche, nicht-leere Menge von Zustanden
- Xist ein endliches Alphabet

-Qnz=90

8 ist eine Uberfiihrungsfunktion: Q x £ -» Q

- Qo ist ein Startzustand

F ist eine Menge von Endzustanden




Deterministische Automaten

e Konfigurationen: Q x Z*

- aktueller Zustand + noch zu lesende Eingabe
e Transitionen: (g, w) ~ (q’, w’)

- gdw. w = aw’ und g’ = d6(q, a)
e Reflexiv-transitive Hille: +*

e Ein deterministischer Automat M = (Q, Z, §, qo, F)
akzeptiert eine Eingabekette w = a, ..., an

- gwd. {qo, w) " {(ar, €), qr € F

e Akzeptierte Sprache = Menge der akzeptierten Ketten.

DFA in Python

e Wie reprasentieren wir Zustande?
- Hier: beliebige Python-Werte, die als Schlissel von
Wérterblchern erlaubt sind (int, string, ...)
e Wie wird die Ubergangsfunktion extern reprasentiert?
- Hier: als Liste von Tripeln (Zustand, Zeichen, Zustand)
e Wie wird die Ubergangsfunktion intern reprasentiert?

- Hier: ein Wérterbuch, das Paare (tuple) von Zustanden und
Zeichen auf Zustande abbildet.

DFA in Python

class DFA:

def __init_ (self, initial, transitions, final):
self.initial = initial
self.final = set(final)
self.trns = dict()
for (src, char, tgt) in transitions:

self.trns[src, char] = tgt
def recognize(self, strng):




DFA in Python

e Offensichtlicher Algorithmus zum Erkennen:

- Eine Zustandsvariable (state) speichert den aktuellen
Zustand

- initial wird state auf den Startzustand gesetzt

- Lies nacheinander einzelne Zeichen von der Eingabe und
aktualisiere state entsprechend

- Wenn die Eingabe komplett abgearbeitet wurde: prife, ob
state ein Endzustand ist

DFA in Python

class DFA:

def recognize(self, strng):
state = self.initial
try:
for char in strng:
state = self.trns[state, char]
except KeyError: # impliziter toter Zustand
return False
return state in self.final

Lachmaschine
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= DFA(0, [(0,'h',1), (1,'a',2), (2,'h",1), (2,"!",3)], [3])

.recognize('haha!"')
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= True
m.recognize('hah!")
- False




(Lewis & Papadimitriou, 1981)

Nicht-deterministische Automaten

e Nicht-deterministischer Automat: (Q, Z, A, qo, F)
- Q ist eine endliche, nicht-leere Menge von Zustanden
- X ist ein endliches Alphabet
- QnI=0
- Aist eine Uberfiihrungsrelation: Q x 2* x Q
- Qo ist ein Startzustand
- Fist eine Menge von Endzustanden
e Transitionen: (q, w) - (q’, w’)
- gdw.w=uw’' (Uu€ 2¥)und{q,u, q') EA

NFA in Python

e Die Ubergangsfunktion wird als Wérterbuch realisiert, dass
Zustande auf Mengen von String x Zustand Paaren
abbildet.

e Algorithmus zum Erkennen kann als rekursive Funktion
realisiert werden:

- lteriere Uber alle moglichen Nachfolgezustande fir den
aktuellen Zustand

- Brich die Schleife ab und liefere True, wenn der Rest der
Eingabe rekursiv erkannt werden kann

- Nach dem Ende der Schleife: liefere False

NFA in Python (erste Version)

class NFA:
def __init_ (self, initial, transitions, final):
self.initial = initial
self.final = set(final)
self.trns = dict()
for (src, strng, tgt) in transitions:
try:
self.trns[src]l.add((strng, tgt))
except KeyError:
self.trns[src] = set([(strng, tgt)])




NFA in Python (erste Version)
class NFA:

def recognize(self, strng):
return self. recognize(self.initial, strng)
def recognize(self, state, strng):
if strng == '' and state in self.final:
return True
for (prefix, _state) in self.trns[state]:
prfxlen = len(prefix)
if prefix == strng[:prfxlen]:
if self. recognize( state, strng[prfxlen:]):
return True
return False

Probleme & sinnvolle Einschrankungen

e Das Programm terminiert nicht notwendigerweise.
- e-Ubergange

¢ |neffiziente Suche nach passenden Folgezustanden
- Iteration Uber alle Folgezustande

e Sinnvolle Einschrankung:
- Nur Ubergénge (q, w, ') € A mit |w| = 1 zulassen

- = g-Abschluss (,e-closure”):

e c-closure: alle iiber e-Ubergénge erreichbaren Zustande
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NFA in Python (zweite Version)

¢ Interne Représentation der Ubergangsfunktion &hnlich wie
bei deterministischen Automaten:

- Ein Worterbuch, das Paare von Zustanden und Zeichen auf
Mengen von Nachfolgezustanden abbildet.
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NFA in Python (zweite Version)

class NFA:
def __init__ (self, initial, trns, final):
self.initial = initial
self.final = set(final)
self.trns = dict()
for (src, char, tgt) in trns:
try:
self.trns[src, char].add(tgt)
except KeyError:
self.trns[src, char] = set([tgt])
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NFA in Python (zweite Version)
class NFA:

def closure(self, state):
reachable = set([state])
agenda = [state]
while agenda:
state = agenda.pop()
for other in self.trns.get((state, ''), []):
reachable.add(other)
agenda.append(other)
return reachable

23

NFA in Python (zweite Version)
class NFA:

def recognize(self, strng):

return self. recognize(self.initial, strng)
def _recognize(self, state, strng):

if strng == '':

return self.closure(state) & self.final
for e in self.closure(state):

for s in self.trns.get((e, strng[0]), [1]):

if self. recognize(s, strng[l:]):
return True

return False
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Abschlusseigenschaften

e Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen ist abgeschlossen unter:

- Vereinigung
- Konkatenation
- Kleene Stern
- Komplement
- Schnitt
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Abschlusseigenschaften: Konkatenation

e Seien L1, L2 zwei requlare Sprachen
- M1 =(Q1, %, A1, s1, F1), L(M1) = 1
- M2 =(Qq2, %, Az, s2, F2), L(M2) = L2
e Dann akzeptiert M = (Q, Z, A, s1, F2) die Sprache L1 o La:
-Q=QuQ
- A=A U AU (F1x {e} x {s2})
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Abschlusseigenschaften: Vereinigung

e Seien L1, L2 zwei requlare Sprachen
- M1 =(Q, Z, A1, 51, F1), L(M1) = b
- M2 =(Q2, Z, Az, s2, F2), L(M2) = 1
e Dann akzeptiert M = (Q, Z, A, s, F) die Sprache L1 u La:
- Q=0Q1uUQ2u {s}
-sEQuQ
- A=MA1uU A u {(s, & s1), (s, € 52)}
- F=F1UF
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Abschlusseigenschaften: Kleene Stern

e Seien L1 eine regulare Sprachen
- M1 =(Qi, Z, A1, 51, F1), L(M1) = b

e Dann akzeptiert M = (Q, Z, A, s, F) die Sprache Li":

- Q=Qiu {s}
- sEQ
- F=Fiu {s}

- A=A u (F1x {€} x {s1})
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NFA in Python (dritte Version)

e |In Python bietet sich als Alternative (zur 2. Version) eine
Objektorientierte Implementierung an:

- Zustande werden als Objekte realisiert

- Nachfolgezustande werden direkt als Attribute im
Zustandsobjekt gespeichert
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NFA in Python (dritte Version)

class State(dict):
def __hash__(self):
# erlaube State als Schliussel eines dict
return id(self)
def add(self, char, state):
try:
self[char].add(state)
except KeyError:
self[char] = set([state])
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NFA in Python (dritte Version)

class State(dict):

def recognize(self, strng, final):
if strng == '"':
return any(s in final for s in self.closure())
for epsi in self.closure():
for state in epsi.get(strng[0], []):
if state.recognize(strng[l:], final):
return True
return False
def closure(self):
return <per €-Transition erreichbare Zustande>
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NFA in Python (dritte Version)

class NFA:
def __init__ (self, initial, final):
self.initial = initial
self.final = final
def recognize(self, string):
return self.initial.recognize(string, self.final)
@staticmethod
def singleton(char):
final = set([State()])
return NFA(State([(char, final)]), final)
def concat(self, other):
for final in self.final:
final.add('', other.initial)

return NFA(self.initial, other.final) »

NFA in Python (dritte Version)
class NFA:

def union(self, other):
initial = State()
initial.add('', self.initial)
initial.add('', other.initial)
return NFA(initial, self.final | other.final)
def star(self):
initial = State()
initial.add('', self.initial)
for final in self.final:
final.add('', initial)
return NFA(initial, set([initiall))
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Lachmaschine

m = NFA.singleton('h').\
concat(NFA.singleton('a')).\
star().\
concat(NFA.singleton('!"'))
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.rcgnz('haha!")
= True
m.rcgnz('hah!")
False

)

34




